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Abstrak 
Pendulum terbalik merupakan suatu sistem non-linear, multivariabel, tidak stabil 
dan merupakan tolak ukur yang sangat baik untuk menguji algoritma kontrol yang 
berbeda. Dalam beberapa tahun terakhir, minat para peneliti di bidang sistem 
kontrol pada pendulum terbalik meningkat. Persamaan gerak pada sistem pendulum 
merupakan persamaan diferensial yang dapat dianalisis menggunakan Transformasi 
Laplace. Aljabar tersebut menjadi rumit pada suatu kejadian dan dapat lebih mudah 
jika diselesaikan menggunakan transformasi Laplace daripada jika diselesaikan 
dengan analisis persamaan diferensial secara langsung. Tujuan dari penelitian ini 
adalah untuk menyelesaikan persamaan diferensial dari hasil Lagrangian pada 
sistem dinamik pendulum terbalik menggunakan transformasi Laplace. Metode yang 
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial adalah menggunakan 
Mekanika Lagrange dan Tranformasi Laplace. Analisis dengan Lagrangian 
digunakan untuk menentukan persamaan diferensial orde 2 pada sistem. Kemudian 
persamaan diferensial tersebut diselesaikan dengan menggunakan transformasi 
Laplace dan invers transformasi Laplace sehingga diperoleh persamaan akhir dalam 
domain waktu (t). 
Kata kunci: Transformasi Laplace; Sistem Dinamik; Pendulum Terbalik; Gaya Penggerak 
Pendulum 
1. Pendahuluan 
Pendulum adalah sistem yang dinamis 
(Agarana, M C & Agboola, 2015). Pendulum 
biasanya memiliki poros di bagian atas dan massa di 
bagian bawah (Agarana, Michael C. & Ajayi, 2017). 
Pendulum yang memiliki titik pusat massa di atas 
titik baliknya dinamakan pendulum terbalik/ 
inverted pendulum (Michael et al., 2019). Tidak 
seperti pendulum biasa yang selalu stabil ketika 
digantungkan ke bawah, pendulum terbalik adalah 
suatu sistem yang tidak stabil dan harus 
diseimbangkan agar tetap tegak (Agarana, Michael 
C. & Ajayi, 2017). Pendulum terbalik merupakan 
suatu sistem yang non-linear, multivariabel, tidak 
stabil dan merupakan tolak ukur yang sangat baik 
untuk menguji algoritma kontrol yang berbeda 
(Mandic et al., 2017). Sistem pendulum terbalik 
adalah persoalan umum yang sering digunakan 
untuk mendemonstrasikan aplikasi dari sistem 
kendali untuk menstabilkan suatu sistem plant 
(Sablina et al., 2015), (Rizal & Mantala, 2016).  
Dalam beberapa tahun terakhir, minat para 
peneliti di bidang sistem kontrol pada pendulum 
terbalik meningkat (Mandic et al., 2017), (Tin et al., 
2019) karena kesamaan mendasar dari sistem 
pendulum terbalik dengan berbagai sistem praktik, 
seperti keseimbangan tongkat, gaya berjalan 
manusia, keseimbangan peluncur roket dan gerakan 
vertikal lengan manusia (Bandari et al., 2017). 
Pendulum terbalik adalah suatu mekanisme untuk 
membawa objek dari satu tempat ke tempat yang 
lain dan terlihat fungsinya saat berjalan (Agarana, 
Michael C. & Ajayi, 2017). Sistem pendulum 
terbalik juga banyak diaplikasikan dalam berbagai 
bidang seperti di dunia robotik, proses industri, dan 
multi-teknologi atau kombinasi organik (Su et al., 
2018) serta menjadi persoalan yang sangat penting 
baik di dunia teori maupun praktik (Tin et al., 
2019). 
Persamaan gerak pada sistem pendulum 
merupakan persamaan diferensial yang dapat 
dianalisis menggunakan Transformasi Laplace. 
Metode Transformasi Laplace (Laplace transform) 
menganalisis suatu persamaan diferensial dengan 
memetakan masalah nilai awal ke dalam suatu 
persamaan aljabar atau suatu sistem persamaan 
yang dapat diselesaikan dengan metode aljabar dan 
tabel pada transformasi Laplace (Arifin et al., 
2013). Aljabar tersebut menjadi rumit pada suatu 
kejadian dan dapat lebih mudah jika diselesaikan 
menggunakan transformasi Laplace daripada jika 
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diselesaikan dengan analisis persamaan diferensial 
secara langsung (Minggani, 2019). 
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial dari hasil 
Lagrangian pada sistem dinamik pendulum terbalik 
menggunakan transformasi Laplace. Pengaruh dari 
dinamika pendulum terbalik pada penelitian ini 
ditunjukkan dengan persamaan kecepatan sudut 
sebagai fungsi waktu. 
 
2. Pembahasan 
2.1. Penyelesaian Persamaan Diferensial 
dengan Transformasi Laplace 
Secara umum, transformasi Laplace 
didefinisikan dengan: 
 
dengan , merupakan operator 
transformasi Laplace,  merupakan fungsi 
kernel transformasi dan  merupakan variabel 
transformasi (Appel, 2007), (Arfken & Weber, 
2016), (Boas, 2006), (Kusse & Westwig, 2006), 
(Riley et al., 2006).   
Langkah-langkah dalam mencari 
penyelesaian dari suatu persamaan diferensial 
dengan menggunakan transformasi Laplace 
adalah (Agarana, M C & Agboola, 2015), 
(Arifin et al., 2013): 
a. Melakukan transformasi Laplace pada 
kedua ruas persamaan 
b. Menyederhanakan hasil yang diperoleh 
secara aljabar. Jika mengandung pecahan 
parsial, maka analisis dengan 
menggunakan metode penjumlahan 
pecahan parsial. 
c. Mencari invers transformasi Laplace untuk 
menentukan fungsi dalam domain t. Hasil 
dari transformasi Laplace invers adalah 
solusi dari persamaan diferensial yang 
diberikan. 
 
2.2. Pemodelan dari Sistem Pendulum 
Terbalik dengan Redaman dan Gaya 
Penggerak 
Ilustrasi dari sistem pendulum terbalik 
dapat dilihat pada Gambar 1 
 
Gambar 1. Sistem Pendulum Terbalik 
 
Komponen vertikal dan horizontal dari panjang tali 
pada pendulum terbalik dapat dilihat pada Gambar 
2. 
 
Gambar 2. Komponen vertikal dan horizontal 
dari panjang tali pada pendulum terbalik 
 
Mekanika Langrange cocok untuk sistem 
dengan gaya konservatif dan untuk mengatasi gaya 
yang berlaku pada sistem koordinat apa saja dengan 
menganalisisnya menggunakan energi (baik energi 
kinetik maupun energi potensial) (Agarana, Michael 
C. & Ajayi, 2017). Lagrangian didefinisikan 
dengan: 
 
dimana  dan  berturut-turut adalah energi kinetik 
dan energi potensial. 
Persamaan gerak dapat ditentukan dengan 
menggunakan persamaan Euler-Lagrange: 
 
dimana  adalah sudut pendulum ke arah vertikal 
ke atas.  
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Mengingat sifat trigonometri bahwa 
 maka 
 






Sehingga Persamaan Euler-Lagrange menjadi: 
 
 
Persamaan (16) adalah persamaan diferensial 
untuk sistem pendulum terbalik tanpa gaya 
tambahan. Jika terdapat gaya redam yang sebanding 
dengan kecepatan, persamaan gerak akan memuat 
suku redaman,  dimana  adalah koefisien 
redaman. Jika terdapat juga gaya penggerak (driving 
force), persamaan juga akan memuat suku gaya 
penggerak menjadi: 
 
dimana  adalah amplitudo dari gaya penggerak 
dan . 




Persamaan (19) dapat dinyatakan dengan: 
 
 
2.3. Transformasi Laplace untuk 
Menganalisis Sistem Pendulum Terbalik 
dengan Redaman dan Gaya Penggerak 
Kondisi awal dari sistem adalah: 
 
Misalkan dan  maka 










Dengan cara substitusi dan eliminasi antara 
persamaan (28) dan (30) maka didapatkan  
dan  sehingga persamaan (29) menjadi: 
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Dengan cara yang sama menggunakan transformasi 
Laplace untuk  dan  yang berbeda, maka 
diperoleh persamaan  seperti pada Tabel 1. 
 
Tabel 1. Tabel Kecepatan Sudut untuk  dan  yang berbeda 










      
      
      
      
 







    
    
    
    
 
Grafik kecepatan sudut sebagai fungsi waktu 
untuk  dan pada  dapat dilihat 
pada Gambar 3. Grafik kecepatan sudut sebagai 
fungsi waktu untuk  dan pada  
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Gambar 3. Grafik Kecepatan Sudut Terhadap Waktu dengan Variasi  pada  
 
 
Gambar 4. Grafik Kecepatan Sudut Terhadap Waktu dengan Variasi  
 
3. Penutup  
Berdasarkan pembahasan, maka dapat 
disimpulkan bahwa transformasi Laplace dapat 
digunakan untuk menyelesaikan persamaan 
diferensial pada sistem pendulum terbalik dengan 
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